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RESUME 
Les matériaux composites pendant ces dernières années ont connu une rapide évolution dans les différents 
secteurs de l'industrie de pointe notamment en aérospatiale et en aéronautique. 
Pour un bon fonctionnement et sans ris que de défaillances d'un véhicule spatial ou d'un avion, il est nécessaire de 
prévoir à court ou à long terme avec des modèles physiques simples, le comportement de la stabilité de la 
structure de ces matériaux composites vis -à-vis de la géométrie et des différents paramètres gouvernants 
l'environnement. Dans ce contexte, nous nous sommes intéressés au transfert thermique dans les matériaux 
composites. Des solutions analytiques ont été proposées donnant la température réduite en fonction du temps 
réduit et de la position réduite, en tenant compte de la géométrie de la pièce et des conditions aux limites, avec 
illustrations des exemples traités. 
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1. NOMENCLATURE 
Grandeur  Définition       Unité 
a  demie longueur de la plaquette       m 
b  demie épaisseur de la plaquette        m 
cp  chaleur massique             J.kg-1.K-1 
dv  élément de volume différentiel        m3 
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J0 (a)    fonction de Bessel de première espèce et d'ordre zéro     1 
K  conductivité thermique du solide         W.m-1.K-1 
L  demie hauteur de la plaquette       m 
r  coordonnée radiale        m 
R  rayon extérieur du cylindre et/ou de la sphère     m 
t  temps nécessaire au transfert        s 
T  température          K 
Tp  température de la paroi         K 
T0  température initiale         K 
T8   température de l'atmosphère environnante agitée      K 
x  coordonnée axiale        m 

Xj  
ξ
ζ

=jX grandeur réduite {Xl = x / L: longitudinale et Xl = r / R : radiale}  1 

a  
pc

k
⋅

=
ρ

α : diffusivité thermique                m2.s-1 

a1, a1, a1, …, an     racines positives de J0 (a) = 0       1 
ß  constante dépendante de la géométrie du composite (ß = 0 pour une géométrie linéaire,  

ß = 1 pour une géométrie cylindrique et ß = 2 pour une géométrie sphérique) 

?  température réduite :
0

0
TT
TT

p −
−
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?  masse volumique du matériau               kg.m-3 
?   débit de production et/ source volumique de chaleur               W.m-3   
?  coordonnée de l'espace (? = x : axiale et ? = r :  radiale)    m 
 
 



1. INTRODUCTION 
On trouve beaucoup de travaux dans la littérature concernant le transfert thermique dans les matériaux 
composites du fait de l'intérêt économique mis en jeu. Les auteurs dans [1 - 5] ont apporté des solutions pour 
différentes conditions d'environnement. D'autres [6 - 12] ont présenté des solutions en recourant à des techniques 
numériques diverses. Dans le présent travail, le problème est formulé en tenant compte de l'effet de la forme 
géométrique de la pièce avec les conditions aux limites appropriées. Après la formu lation mathématique, quatre 
géométries ont été retenues (semi infinie, plaque, sphère et cylindre) et discutés selon les solutions existantes 
dans la littérature [13-15]. 
 
 
2. FORMULATION MATHEMATIQUE 
2.1. Modèle physique 
Le matériau composite a une température initiale (T0), il se trouve dans une atmosphère environnante agitée de 
température (T8 ), [3, 13, 14, 17]. 
 
2.2. Hypothèses simplificatrices 
Afin d'alléger et de simplifier la quantification mathématique, les hypothèses simplificatrices suivantes sont 
nécessaires, [3, 13 - 17]: 
- Absence de transfert de masse à l'intérieur du composite et/ou avec le milieu extérieur.
-  Le solide est considéré comme indéformable au cours du temps. 
-  La distribution de la température initiale est uniforme dans le composite. 
-  Le transfert est monodimensionnel. 
- Les propriétés physiques du composite et/ou du fluide sont indépendantes de la température, l'espace et le 
temps. 
 
2.3. Modèle mathématique 
Il a pour objectif la détermination durant le processus les distributions des températures à l'intérieur du 
composite de géométrie simple finie. Il repose sur le bilan thermique dans un élément de volume différentiel (dv) 
du solide : 
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L'équation générale de transfert de chaleur pour différentes géométries du composite peut se mettre sous la 
forme: 
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L'équation (1) peut se mettre sous la forme adimensionnelle suivante : 
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3. FORMULATION ANALYTIQUE 
3.1. Géométrie semi infinie 
Nous assimilons le solide (composite) à une tranche semi infinie, l'équation (2) selon les hypothèses 
simplificatrices, les conditions aux limites et la condition initiale s'écrit: 
















=

=

=

=
∂

∂
−

∂

∂

∞→
>

=
>

>
=

0),(

1),(

0),(

0
)(

),(),(

0

0
0

0
0

2

2

L

l

L

l

L

l

X
Foll

X
Foll

X
Foll

l

ll

l

ll

FoX

FoX

FoX

Fo
FoX

X

FoX

θ

θ

θ

θθ

    (3) 



La solution du système (3) après introduction des transformées de Laplace donne la température réduite : 
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Afin de simuler la distribution de la température réduite (eq.4), on discute deux cas: 
1er cas: On fixe le nombre de Fourier longitudinal (Fo l), et on calcule la température réduite (?) pour différentes 
profondeurs longitudinales réduites (figure 1) 
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Figure 1. Variation de la température réduite en fonction de la position réduite longitudinale pour différentes 

valeurs du nombre de Fourier  (cas d'une tranche semi infinie). 
 

2ème cas: On fixe la position réduite longitudinale (Xl) et on calcule la température réduite (? ), pour différents 
nombres de Fourier longitudinaux (Fo l) (figure 2) 
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Figure 2. Variation de la température réduite en fonction du nombre de Fourier pour différentes valeurs de la 

position réduite longitudinale (cas d'une tranche semi infinie). 
 
3.2. Géométrie sous forme d'une plaquette 
Le composite supposé ici a une forme d'une plaquette de longueur (2a), une épaisseur (2b) et une hauteur (2L), le 
système à résoudre (2) selon les hypothèses simplificatrices, les conditions aux limites et la condition initiale 
prend la forme suivante: 
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            (5) 
La solution du système (5) donne : 
- En introduis ant les transformées de Laplace : 
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- En utilisant la méthode de séparation des variables : 
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Les résultats de calcul de l'équation (6) et/ou (7) sont illustrés sur la figure 3 et 4. 
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Figure 3. Variation de la température réduite en fonction de la position réduite longitudinale pour différentes 

valeurs du nombre de Fourier (cas d'une plaquette). 
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Figure 4. Variation de la température réduite en fonction du nombre de Fourier  pour différentes valeurs de la 

position réduite longitudinale (cas d'une plaquette). 
 



3.3. Géométrie sphérique 
Le matériau solide ici est supposé sous forme sphérique, l'équation (2) selon les mêmes conditions précédentes 
peut s'écrire en coordonnées sphériques adimensionnelles: 
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La solution du système (8) en utilisant les transformées de Laplace donne: 

    ( ) ( )∑
∞

= 











⋅
−

+=
1

22expsin
)1(2

1),(
n

rr

n

r
rr FonXn

nX
FoX ππ

π
θ   (9) 

La simulation de la température réduite de l'équation (9) est donnée sur les figures (5) et  (6)   
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Figure 5. Variation de la température réduite en fonction de la position réduite radiale pour différentes valeurs du 

nombre de Fourier  (cas d'une sphère). 
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Figure 6. Variation de la température réduite en fonction du nombre de Fourier pour différentes valeurs de la 

position réduite radiale (cas d'une sphère). 
 

 



3.4. Géométrie cylindrique 
Le composite est supposé avoir une forme cylindrique, l'équation (2) selon les hypothèses simplificatrices, les 
conditions aux limites et la condition initiale prend la forme suivante: 
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La solution du système (10) après introduction des transformées de Laplace donne: 
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Les résultats de calcul de l'équation (11) sont illustrés sur la figure (7) et (8). 
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Figure 7. Variation de la température réduite en fonction de la position réduite radiale pour différentes valeurs du 

nombre de Fourier  (cas d'un cylindre). 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

 X
r
 = 0.1 

 Xr = 0.2
 X

r
 = 1.0

Te
m

pé
ra

tu
re

 r
éd

ui
te

 (
θ)

Nombre de Fourier (Fo
r
)

 
Figure 8. Variation de la température réduite en fonction du nombre de Fourier pour différentes valeurs de la 

position réduite radiale (cas d'un cylindre). 
 

 
 



4. COMPARAISON 
Afin de mieux illustrer l'effet de la géométrie du composite sur le transfert de chaleur, on trace sur le même 
graphe pour les trois formes géométriques retenues (plaquette, sphère et cylindre) la température réduite en 
fonction du nombre de Fourier en fixant la position réduite (Figure 9), puis la température réduite en fonction la 
position réduite en fixant le nombre de Fourier (Figure 10) 
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Figure 9. Effet de la géométrie du composite sur le transfert de chaleur (cas où Xj = 0.5). 
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Figure 10. Effet de la géométrie du composite sur le transfert de chaleur (cas où Xj = 0.5). 

 
 
5. CONCLUSION 
L'analyse des résultats obtenus, montre d'une part que le choix de la géométrie du matériau composite est 
primordial et d'autre part que: 
- pour une position réduite fixe, plus le temps de conduction est prolongé, plus la température réduite est élevée. 
- pour un temps réduit fixe, une diminution de la position réduite entraîne une augmentation de la température 
réduite. 
- pour le même temps et position réduite, la température réduite est nettement améliorée en terme de réduction de 
transfert de chaleur si la géométrie du matériau composite se rapproche de la forme d'une plaquette autrement dit 
que les formes qui se rapprochent de la forme parallélépipédique sont plus avantageuses que les autres formes. 
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