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Résuḿe

Le but de notre travail est de modéliser et d’́etudier le transfert de chaleur, de masse et de charge dans une pile
à combustiblèa membranéechangeuse de proton alimenté par de l’hydrog̀ene. Ceci nous permet de connaı̂tre le
phénom̀ene ayant lieùa l’intérieur de la membrane, ainsi nous pouvons mieux prévoir son comportement dans
diff érentes conditions.

Nous avons ainsíetabli leséquations de transfert de masse, de chaleur et de transport de charge d’une
membrane poreuse de type Nafion 117. Pour le transfert de chaleur, nous considérons l’effet de convection,
conduction ainsi que l’effet Joule Thomson de l’échauffement de la membrane lors du passage d’un courant
électrique. Pour le transfert de masse la diffusion de fick aét́e consid́eŕee avec l’effet de la forcéelectro-osmotique,
et enfin pour le transport des espèces nous avons employé uneéquation de type Darcy pour une membrane poreuse
isotrope.

Nous posons ainsi deux́equations aux d́erivées partielles de type parabolique que nous avons résolu en
discŕetisant par les diff́erences finies pour l’espace et burlisch-stoer pour l’intégration du temps. Cette procédure
est tr̀es stable est donne de très bons ŕesultats lors de la validation du code par des problèmes dont la solution est
connue.

La résolution de ceśequations donne le profil de température et de concentration d’eauà l’intérieur de
l’ épaisseur de la membraneà différents instants pour des conditions opératoires d́etermińees, aussi le potentiel de
la membrane est calculé.

Les simulations effectúees nous permettent de valider noséquations diff́erentielles et algorithmes de résolution
en comparant̀a des autres travaux effectués dans le m̂eme domaine.

Mots Clés :pile à combustible, Hydrog̀ene, Membrane, Mod̀ele math́ematique, Ph́enom̀ene de transfert.

Nomenclature
a activité Rm resistance ohmique de la membrane,W/m2

Ci concentration dei, mol/m3 R constante universelle des gaz parfaitj/mol.K
Cα

i concentration deidans la phaseα, kg/m3 s ratio de saturation
cpi chaleur sṕecifique dei, j/kg.K t temps,s
Di coefficient de diffusion dei, cm2/s T temṕerature,K
D′ coefficient de diffusioǹa temṕerature constante,cm2/s T0 temṕerature de ŕeférence,K
F constante de Faraday Φm potentiel electrique de la membrane,V
ix courant de proton dans la directionx, A/m2 λ conductivite thermique,W/mK
Ji flux de diffusion dei, mol/m2s λH2O/SO3 contenance de la membrane en eau,molH2O/molSO3

kg
r perḿeabilit́e relative de la phase gaz µ viscosit́e dynamique,kg/ms

K perḿeabilit́e absolu,m2/s ρ densit́e,kg/m3

Mi masse moĺeculaire dei, kg/mol σ conductivit́e electrique,S/m
Ni flux dei indices
nt coefficient d’entrainement m membrane
p0 pression de saturation de référence,Pa g gaz
pα pression de la phaseα H2O eau
psat pression de saturation,Pa H+ proton

1 Introduction

L’hydrogène sera tr̀es probablement le vecteurénerǵetique du futur, son d́eveloppement d́ependra du progrès
que connâıtrons les technologies qui l’utilisent, particulièrement des piles̀a combustibles.

Les pilesà combustibles sont une nouvelle filièreélectrique et thermique, dotées d’un exceptionnel rendement
énerǵetique (ind́ependant du cycle de carnot, qui est le cas de tous les procéd́es thermiques) ; elles sont capables
de fonctionner avec plusieurs combustibles (hydrogène, ḿethanol, gaz naturel,. . . ).
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Dans cettéetude nous d́eveloppons un mod̀ele nuḿerique simplifíe unidimensionnel d’une membrane PEMFC
afin de comprendre le fonctionnement et d’optimiser les conditions opératoires. En effet le rendement d’une pileà
combustible d́epend consid́erablement de son humidité et la śecheresse de son cœur. La PEMFC est très sensible
compaŕe aux autres piles qui travaillentà haute temṕeratures. Pour empêcher le dess̀echement et la d́eshydratation
forte de la membrane ou le l’inondation de la cathode, il faut réaliser unéquilibre. Cetéquilibre est l’un des
obstacles les plus difficilèa surmonter.

L’eau ainsi produite par la pilèa combustible peut̂etre utiliśee pour transporter la chaleur, employé pour
l’humidification et le refroidissement, aussi plus simplement comme eau potable.

2 Equation gouvernantes et constitutives :

Leséquations gouvernantes et constitutives suivantes sont utilisées dans le modèle pour d́ecrire le ph́enom̀ene
ayant lieu [1] :

- équation de conservation de masse
- équation de moment (Darcy)
- equation de concervation d’energie
- equation de concervation du courrant
- equation du potentiel dans le polymere
- relation lińeaire de la pression transmembranaire
- relation de l’activit́e de l’eau dans l’anode et la cathode
- relatoin de l’activit́e de l’eau dans la membrane

2.1 Equation de concervation de masse et d’espèce.

Aussi bien pour l’eau que pour les protons l’équation de concervation de la mase est [2] :

∂Ci

∂t
= − ∂

∂x
Ni (1)

Ci est la concentration molaire etNi est le flux molaire dùa la convection et̀a l’effet electro-osmotique. Dans
une solution dillúee,Ni est donńe par l’́equation de Nernst-Plack avec la relation de Nernst-Einstein :

Ni = Ji + Ci um (2)

où um est la vitesse du ḿelange etJi est le flux de diffusion. pour l’eau, le flux de diffusion est exprimé par :

JH2O = −DcH2O

∂Cm
H2O

∂x
+ nt

ix
F

(3)

où

nt = 2.5
λH2O/SO3

22
(4)

où

λH2O/SO3 =
Cm

H2O
ρm

s

Mm − bCm
H2O

(5)

avecb = 0.0126, coefficient d’extension de la membrane dans la directionx détermińe exṕerimentalement.
Le coefficient de diffusion est expriḿe par la relation [3] :

DcH2O,T = D′
{

exp
[
2476

(
1

303
− 1

T

)]
λH2O/SO3

1
a

1
17.81− 789a + 108a2

}
(6)

où a est l’activit́e de l’eau etD′ est le coefficient de diffusion mesuré à temṕerature constante, il s’exprime
par :

D′ = 2.642276 10−13λH2O/SO3 pourλH2O/SO3 ≤ 1.23 (7)

D′ = 7.75 10−11λH2O/SO3 − 9.5 10−11 pour1.23 < λH2O/SO3 ≤ 6 (8)

D′ = 2.5625 10−11λH2O/SO3 + 2.1625 10−10 pour6 < λH2O/SO3 ≤ 14 (9)

2



D′ est mesuŕe à30◦C
le flux total d’eau est expriḿe :

NH2O = JH2O +
(
Cm

H2Oum
)

(10)

où um est donńe par l’́equation de moment :

um = −Kkg
r

µ

(
∂p

∂x

)
(11)

K est la perḿeabilit́e absolue du milieux porreux,kg
r la perḿeabilit́e relative,µ est la viscosit́e dynamique.

µ =
MH+CH+

ρ
µH+ +

MH2OCH2O

ρ
µH2O (12)

L’ équation ǵeńerale de transfert instationnaire de masse est donc :

∂Cm
H2O

∂t
= − ∂

∂x
JH2O −

∂

∂x

(
Cm

H2O um
)

(13)

En supposant unéelectroneutralit́e de la membrane et une distribution uniforme de des charges, le transfert de
proton se simplifie :

∂CH+

∂x
= 0,

∂CH+

∂t
= 0 (14)

donc, quand un courant traverse la membrane la concentration de proton reste constante.

2.2 Concervation de l’́energie

L’ énergie est transportée par convection et conduction. l’effet des pertes ohmiques dans la membrane est pris
en consid́eration en ajoutant un terme source dans les bilans.

ρcp
∂T

∂t
= λm

∂2T

∂x2
−McpN

∂T

∂x
+ Rm (15)

où

ρcp = ρm
s cpm + ρm

H2OcpH2O
+ ρH+cpH+ (16)

avec

ρH+ = MH+ CH+ etρm
H2O = MH2O CH2O (17)

McpN = MH2O cm
pH2O

NH2O + MH+cpH+ NH+ (18)

en d́evelopant les termes nous obtenons

McpN = MH2O cm
pH2O

(
Cm

H2Oum −DcH2O,T

∂Cm
H2O

∂x
+ 2.5

λH2O/SO3

22
imx

F

)
(19)

+ MH+cpH+

(
CH+um − F

RT
DH+CH+

∂Φm

∂x

)
Dans l’́equation d’́energieλm repŕesente le coefficient de conductivité de la membrane et est suposé constant.

le terme sourceRm est donńe par

Rm =
i2x
σm

(20)

où σm est la conductivit́e de la membane, elle est fonction de la température et de la contenance en eau :

σm = σm303 exp
(

1268
(

1
303

− 1
T

))
(21)

avecσm303 la conductivit́e de la membranèa 303 K :

σm303 = 100
(
0.005139λH2O/SO3 − 0.00326

)
pourλH2O/SO3 > 1 (22)
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2.3 Concervation du courrant :

La supposition d’un nombre fixe et uniforme de charges dans la membrane en plus de l’hypothèse d’́electroneutralit́e
donne la relation suivante :

∂ix
∂x

= 0 (23)

2.4 Loi d’Ohm

L’ équation du potentiel de proton dérivé à partir de la loi d’Ohm,

∂Φm

∂x
= − ix

σm
+

F

σm
CH+um (24)

les deux termes représentes le flux de protons divisé par la conductivit́e de la membrane.

2.5 Activité de l’eauà l’interface

L’activit é de la vapeur d’eaùa l’interface de la membrane

a =
RT

psat (T )
Cg

H2O + 2s (25)

où Cg
H2O est la concentration en vapeur d’eu ets est le ratio de saturation.

2.6 Activité de l’eau dans la membrane

La relation de l’activit́e d’eau dans la membrane est donné pourλH2O/SO3 ≤ 14 :

a =
1

2160

(
c1 + c2λH2O/SO3 + 216

(
c3 − c4λH2O/SO3 + c5λ

2
H2O/SO3

)1/2
)1/3

(26)

− 134183
2160

(
c1 + c2λH2O/SO3 + 216

(
c3 − c4λH2O/SO3 + c5λ

2
H2O/SO3

)1/2
)1/3

+
797
2160

avec :

c1 = −41956 104 c2 = 139968 103 c3 = 382482 106 c4 = 251739 103 c5 = 419904 106

pour14 ≤ λH2O/SO3 < 16.8

a = 0.7143
(
λH2O/SO3

)
− 9.0021 (27)

pourλH2O/SO3 > 16.8

a = 3 (28)

2.7 Conditions initiales et aux limites

2.7.1 Concentration d’eau

L’ équation de transport d’espèce requìere une condition initiale et deux conditions aux limites. les conditions
aux limites traduisent l’́equilibre de la membrane avec le canaux exterieurs [4].

a =
(

RT

Psat
Cg

H2O

)
(29)

psat = p0 exp


(

1
T0
− 1

T

)
LvMH2O

R

 (30)

ayant l’activit́e à l’interface on peu calculer la concentration d’eau dans la membrane :
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Cm
H2O = λH2O/SO3

ρm
dry

Mm

1
1 + bλH2O/SO3

(31)

où λH2O/SO3 est une fonction de l’activité :

λH2O/SO3 = 0.043 + 17.81a− 39.85a2 + 36a3 poura < 1
λH2O/SO3 = 14 + 1.4 (a− 1) pour1 ≤ a < 3

λH2O/SO3 = 16.8 3 ≤ a
(32)

ceséquation sont valables pour le coté anode et cathode.
En condition initiale nous supposons un profils linéaire de concnetration d’eau dans la membrane.

2.7.2 Temṕerature

- Aux deux extermit́es de la membrane le flux de chaleur est continu
- Comme condition initiale le profil de température est supossé linéaire.

3 Discretisation et ŕesolution deśequation

Pour la discŕetisation deśequations nous appliquons la méthode des diff́erences finies pour discrétiser les
équations de transfert de chaleur, de masse et de charge dans la membrane [5] :

c’est ainsi que l’́epaisseur de la membrane est subdvisé enN parties de longeurh = em

N , les variables
(concentration d’eau, température et potentiel) sont indicé i à l’épaisseuriN em :

∂Cm
H2O

∂x
=

ci+1 − ci−1

2h
(33)

∂Cm
H2O

∂x
=

ci+1 − 2ci + ci−1

2h
(34)

Pour integer le temps la ḿethode de Rosenbrok [6] áet́e utilisée. Cette ḿethode aét́e d́evelopṕee pour la
résolution deśequations aux d́erivées ordinaires coupléeà deśequations stationnaires :{

y′ = f (y, z)
0 = g (y, z)

y (x0) = y0

z (x0) = z0
(35)

Cette ḿethode est particulièrement int́eressante dans notre cas, car l’intégration des conditions aux limites au
syst̀eme se trouve simplifíee.

L’algorithme de la ḿethode est (modifíe pour minimiser les multiplications matrice-vecteur) :

gi =
i∑

j=1

γij kj i = 1, 2, 3 (36)

[
1

hγii
− fy (y0)

]
gi = f

y0 +
i−1∑
j=1

aij lj

 +
1
h

i−1∑
j=1

cijgj (37)

y = y0 +
5∑

j=1

bj gj (38)

erreur =
5∑

j=1

ej gj (39)

Les coefficients recalculés sont montŕes sur le tableau 1.

4 Résultats de simulation
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Figure 01 : Les variations des concentrations d’eau à travers 
l’épaisseur [e] de la membrane à T= 30°C 

 
 
 
 

Figure 02 : Les variations des concentrations d’eau à travers 
l’épaisseur [e] de la membrane à T= 80°C 
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Figure 04 : Les variations des concentrations d’eau à travers 
l’épaisseur [e] de la membrane à ix=0,8 A/cm2   
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Figure 05 : L’évolution des concentrations d’eau à l’Anode au 

point C ≡2,3 µm de l'épaisseur de la membrane dans  
le temps à T=30°C; 

Figure 06 : L’évolution des concentrations d’eau à la Cathode au 
point CW ≡227,7 µm de l'épaisseur de la membrane dans  

le temps à T=30°C; 
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Figure 07 : L’évolution des concentrations d’eau à l’Anode au 
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Figure 08 : L’évolution des concentrations d’eau à la Cathode au 
point CW ≡227,7 µm de l'épaisseur de la membrane dans  

le temps à T=80°C; 
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Figure 09 : les profils de la température à travers de l'épaisseur 

de la membrane à T=30°C au temps t=100s; 
Figure 10 : les profils de la température à travers de l'épaisseur 

de la membrane à T=80°C au temps t=10 µm 0s; 
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Figure 11 : les profils de la température à l'anode au point 

C ≡2,3 µm d’épaisseur de la membrane à T=30°C; 
Figure 12 : les profils de la température à la Cathode au point 

C ≡227,7 µm de l'épaisseur de la membrane à T=30°C; 
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Figure 13: les profils de la température à l'anode au point 
C ≡2,3 µm  d'épaisseur de la membrane à T=80°C; 

 

Figure 14 : les profils de la température à la Cathode au point 
C ≡227,7 µm de l'épaisseur de la membrane à T=80°C; 
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TAB . 1 – Les Coefficiets de Rosebrock.
γii = 0.70751226521 c21 = −3.63326053462389058
a21 = 1.7431660785498158 a31 = 1.7579017655282058 c31 = 0.93869613030000877 c32 = 0.72183668065060856
a32 = 0.32451038110947874 a41 = −0.9499211435459627 c41 = −0.52072207237825975 c42 = 1.82840797635637867
a42 = −1.49834452936348798 a43 = −1.3685269893801974 c43 = 2.49656139930207998
a51 = 0.2041384938123241 a52 = −1.38732997609938959 c51 = −1.98296838983755809 c52 = −0.36131551858941313
a53 = −1.3224986830735241 a54 = 1.13219450989902394 c53 = −0.65132301471969174 c54 = −0.03717426107188301
b1 = 1.66894658736166881 b2 = −0.41408541895711873 a2X = 1.233311380872013 a3X = 0.8831404561502659
b3 = −0.541835192747446529 b4 = 0.481916868070299575 a4X = 0.1582199030915999 a5X = 0.9775730116619548
b5 = 1.238614368590399747 e1 = −0.83416488552148107 e2 = −0.96830990911354571
c1X = 0.70751226521 c2X = −1.111202060046271 e3 = −0.68361428310536927 e4 = 0.55891536528928148
c3X = 0.6098986509086733 c4X = 0.086671290012213 e5 = 0.41252114922082496
c5X = −0.28437951602537774

Les simulations nous permettent d’obtenir le profil de température et de concentration d’eauà l’intérieur de la
membrane en fonction du temps et de la position x dans la membrane.

Nous avons fais varier la pression transmembranaire de -2 barsà 4 bars, une pression négative indique que
la pression du coté anodique est plus importante que celle du coté cathodique, aussi nous avons fais varier la
temṕerature de la membrane de 30◦C à 90◦C, et le courant de 0.01 A/cm2̀a 0.8 A/cm2.

Ces simulations nous ont permis d’obtenir les courbes au-dessus (figure1 à 14).

5 Interpretation et Conclusion

Les courbes obtenues nous permettent de connaı̂tre l’influence des diff́erents param̀etres sur le profil interne de
temṕerature et concentration d’eau dans la membrane. Nous observons ainsi que plus la pression transmembranaire
augmente plus la concentration d’eau augmente dans la membrane, l’hydratation de celle-ci est très important
pour son fonctionnement. Un dessèchement de la membrane provoque sa dét́erioration. Nous observons aussi que
plus le courant augmente plus la concentration diminue. La température a une influence moindre. Pour un bon
fonctionnement de la membrane il est donc nécessaire d’augmenter la pression si le courant est important. Une
pression cathodique plus importante que la pression anodique est préférable. La membrane fonctionne mieuxà
haute temṕerature si le courant estélev́e, on observe sur les coubes de températures des faibles températures une
singularit́e qui prouve que le refroidissement de la membrane est difficile.

Ces simulations nous ont permis de comprendre le fonctionnement de membrane de la pileà combustible.
Les ŕesultats obtenus sont comparables aux travaux effectués dans le m̂eme domaine. Nous fixons comme objec-
tifs dans les prochains travaux d’étudier le refroidissement de la membrane, nous pourrons ainsi optimiser sont
fonctionnement et connaı̂tre ces possibilit́esénerǵetiques en plus des avantagesélectriques.
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